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1. ПАСПОРТ ФОНДА ОЦЕНОЧНЫХ СРЕДСТВ

Направление подготовки:  01.03.02 «Прикладная математика и информати-
ка»
Направленность (профиль): Математическое моделирование
Дисциплина: Функциональный анализ
Семестр изучения: 5
Форма промежуточной аттестации: зачет 

2. ПЕРЕЧЕНЬ ФОРМИРУЕМЫХ КОМПЕТЕНЦИЙ 

2.1. Компетенции, закреплённые за дисциплиной
Изучение дисциплины «Функциональный анализ» направлено на фор-

мирование следующих компетенций:

Коды компе-
тенции

согласно 
ФГОС

(ОПОП ВО)

Содержание 
компетенций 

согласно ФГОС
(ОПОП ВО)

Индикаторы достиже-
ния компетенции со-

гласно ОПОП

Перечень планируемых результатов обу-
чения по дисциплине

1 2 3 4

ОПК-1 Способен при-
менять фунда-
ментальные 
знания, полу-
ченные в обла-
сти математиче-
ских и (или) 
естественных 
наук, и исполь-
зовать их в про-
фессиональной 
деятельности

ОПК-1.1. Обладает 
фундаментальными 
знаниями, полученны-
ми в области математи-
ческих и (или) есте-
ственных наук

ОПК-1.2.Демонстриру-
ет умение решать зада-
чи, формулируемые в 
рамках математиче-
ских и (или) естествен-
ных наук

ОПК-1.3. Имеет навы-
ки использования 
основных понятий, 
теорем, законов мате-
матики и (или) есте-

Знать основные понятия функционально-
го анализа: функциональные про-
странства, операторы и функционалы, 
основные теоремы, области применения 
теории линейных операторов и рядов Фу-
рье для решения практических задач.

Уметь решать задачи на вычисление мет-
рики, нормы и скалярного произведения, 
на установление сходимости последова-
тельностей в метрических, нормирован-
ных и гильбертовых пространствах; ис-
следовать множества в конкретных про-
странствах на компактность; находить 
норму оператора; исследовать свойства 
операторов; применять теорию операто-
ров, рядов Фурье в гильбертовых про-
странствах для решения практических 
задач.
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ственных наук для ре-
шения задач профес-
сиональной деятельно-
сти

Владеть навыками доказательства утвер-
ждений и решения задач функционально-
го анализа; методами приближенного ре-
шения задач функционального анализа с 
использованием математических эксперт-
ных систем.

3. СОДЕРЖАНИЕ ОЦЕНОЧНЫХ СРЕДСТВ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 

3.1 Виды оценочных средств

№ п/п
Контролируемые 

темы/ разделы
Код компетенции/

планируемые результаты обучения

Наименование 
оценочного 
средства для 

текущего 
контроля

Наименование 
оценочного сред-
ства на промежу-
точной аттеста-

ции

1

Метрические 
пространства

ОПК-1
знает основные функциональные и метрические 
пространства;
умеет решать задачи на вычисление расстояния в 
метрических пространствах;
владеет навыками  исследования  последователь-
ностей  на  сходимость  в  метрических  про-
странствах.

Контрольная 
работа №1
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи

2

Метрические 
пространства

ОПК-1
знает понятие сжимающего оператора и принцип 
сжимающих отображений;
умеет исследовать отображение на сжимаемость 
и  применять  принцип  сжимающих отображений 
для решения уравнений;
владеет навыками использования математических 
экспертных систем для  приближенного  решения 
интегральных  уравнений  с  помощью  принципа 
сжимающих отображений.

Контрольная 
работа №2
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи

3

Метрические 
пространства

ОПК-1
знает понятия  компактного  и  предкомпактного 
множества в метрическом пространстве, критерии 
предкомпактности множеств;
умеет исследовать на компактность множества в 
конкретных метрических пространствах;
владеет навыками применения теорем для доказа-
тельства  компактности  и  некомпактности  мно-
жеств.

Контрольная 
работа №3
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи

4 Гильбертовы 
пространства

ОПК-1
знает аксиомы  нормы  и  способы  определения 
нормы  в  различных  функциональных  про-
странствах;
умеет вычислять нормы  в различных функцио-
нальных пространствах и записывать неравенства 
Гёльдера и Коши-Буняковского;

Контрольная 
работа №4
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи
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владеет навыками проверки выполнения аксиом 
нормы, проверки принадлежности функции шару 
в нормированном пространстве.

5

Гильбертовы 
пространства

ОПК-1
знает аксиомы скалярного произведения и спосо-
бы определения скалярного произведения в  раз-
личных функциональных пространствах; понятия 
ортогональности,  ортонормированной системы и 
ортонормированного  базиса  в  пространстве  со 
скалярным произведением;
умеет вычислять скалярное произведение и угол, 
проверять  ортогональность  элементов  в  различ-
ных пространствах со скалярным произведением;
владеет  навыками выполнения процесса ортого-
нализации.

Контрольная 
работа №5
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи

6

Гильбертовы 
пространства

ОПК-1
знать понятия ряда  Фурье  в  гильбертовом про-
странстве,  элемента  наилучшего  приближения  и 
способ его построения;
уметь строить многочлен наилучшего приближе-
ния для заданной функции, вычислять коэффици-
енты разложения функции в ряд Фурье по задан-
ной ортонормированной системе функций;
владеть навыками  применения  математических 
экспертных систем для построения многочлена
наилучшего приближения для заданной функции 
и  вычисления  коэффициентов  разложения  функ-
ции в ряд Фурье по заданной ортонормированной 
системе функций.

Контрольная 
работа №6
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи

7

Линейные опера-
торы

ОПК-1
знает определение и свойства линейного, непре-
рывного, обратного операторов, определение нор-
мы линейного оператора, критерии обратимости;
умеет исследовать операторы на линейность, не-
прерывность и обратимость;
владеет навыками  вычисления  и  оценки  нормы 
линейного оператора.

Контрольная 
работа №7
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи

8

Линейные опера-
торы

ОПК-1
знает понятия собственных чисел и собственных 
функций оператора, симметричного оператора;
умеет находить собственные числа и собственные 
функции  операторов,  исследовать  операторы  на 
симметричность;
владеет навыками построения решения оператор-
ных уравнений в  виде ряда Фурье по собствен-
ным функциям оператора с использованием  мате-
матических экспертных систем.

Контрольная 
работа №8
Тест

Вопросы  к  заче-
ту
Типовые задачи

Типовые  задания,  критерии  и  показатели  оценивания  в  рамках  текущего 
контроля  представлены  в  рабочей  программе  по  дисциплине.  Полные 
комплекты оценочных средств и контрольно-измерительных материалов хра-
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нятся на кафедре и являются учебно-методическими материалами ограничен-
ного (конфиденциального) пользования.

3.2.  Порядок проведения текущей аттестации и содержание оценочных 

средств

Тестовые задания по дисциплине «Функциональный анализ»

Часть 1. Открытые вопросы (10 заданий)
№ Вопрос

1 Дайте определение метрического пространства. Перечислите аксиомы метрики и при-
ведите примеры трёх различных метрических пространств.

2 Сформулируйте принцип сжимающих отображений (теорему Банаха). В каких случаях 
он применяется для решения интегральных уравнений?

3 Запишите неравенство Коши-Буняковского в пространстве со скалярным произведени-
ем. Объясните его геометрический смысл (угол между векторами).

4 Опишите  алгоритм процесса  ортогонализации  Грама-Шмидта.  Как  с  его  помощью 
строится ортонормированный базис в гильбертовом пространстве?

5 Дайте  определения  нормированного  линейного  пространства  и  банахова  про-
странства. Чем они отличаются? Приведите пример нормированного пространства, не 
являющегося банаховым.

6 Что  такое  компактное  и  предкомпактное  множество  в  метрическом  пространстве? 
Сформулируйте теорему Хаусдорфа о предкомпактности.

7 Дайте определение линейного оператора и его нормы. Как проверяется ограничен-
ность (непрерывность) линейного оператора?

8 Что такое собственные числа и собственные векторы линейного оператора? Опишите 
алгоритм их нахождения для интегрального оператора с симметричным ядром.

9 Сформулируйте теорему Рисса о представлении линейных функционалов в гильберто-
вом пространстве. Какова её практическая значимость?

10 Объясните связь ряда Фурье в гильбертовом пространстве с задачей наилучшего при-
ближения.  Как вычисляются коэффициенты Фурье по заданной ортонормированной 
системе?

Часть 2. Закрытые вопросы (10 заданий)
№ Вопрос и варианты ответов

1
1

Какое  из  перечисленных  свойств  НЕ  является  обязательным  для  метрики?
а)  ρ ( x , y )≥0,  причем  ρ ( x , y )=0⇔x= y;

б)  ρ ( x , y )=ρ ( y , x );
в)  ρ ( x , y )≤ ρ ( x , z )+ρ ( z , y );
г) ρ (αx ,αy )=|α|ρ ( x , y )

1
2

Метрическое пространство, в котором каждая фундаментальная последовательность 
сходится,  называется:
а) сепарабельным; б) полным; в) компактным; г) гильбертовым.

1 Норма  в  пространстве  непрерывных  функций  C [a ,b ] обычно  задаётся  как:
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3 а) 
|x|= max

t∈ [a ,b ]
|x ( t )|

; б) 
|x|=∫

a

b

|x ( t )|dt
; в) 

|x|=(∫
a

b

|x ( t )|2
dt )

1/2

;
г) 

|x|=∑
i=1

n

|x (t i )|

1
4

Неравенство  Коши-Буняковского  выполняется  в  пространстве:
а) любом метрическом; б) любом нормированном; в) со скалярным произведением; 
г) только в R

n.

1
5

Ортогональная система  en является полной в гильбертовом пространстве  H , если:

а) 
∑
n=1

∞

|⟨ x , en ⟩|
2
=|x|2 для любого 

x∈H ;
б) 
⟨ en , em ⟩=0

 при 
n≠m

; в) 
|en|=1

 для всех 
n

; 

г) 
∑
n=1

∞

⟨ x , en ⟩en=x
 для любого 

x∈H
 (в смысле сходимости по норме)

1
6

Линейный  оператор  A является  ограниченным  тогда  и  только  тогда,  когда:
а) он непрерывен в любой точке; б) его образ конечномерен; в) он симметричен; г) 
он обратим.

1
7

Норма линейного функционала f  в гильбертовом пространстве H  согласно теореме 
Рисса  равна:
а) 0; б) |y|, где y — элемент, порождающий функционал; в) 1; г) ¿|x|=1|f ( x )|

1
8

Какая  теорема  гарантирует  существование  и  единственность  неподвижной  точки 
для  сжимающего  отображения  в  полном  метрическом  пространстве?
а) Теорема Хаусдорфа; б) Теорема Рисса; в) Принцип Банаха; г) Теорема Фредголь-
ма.

1
9

В гильбертовом пространстве элемент наилучшего приближения к вектору x из зам-
кнутого  подпространства  L является:
а) ортогональной проекцией x на L; б) любым элементом из L; в) нулевым вектором; 
г) вектором минимальной нормы.

2
0

Все собственные значения симметричного оператора в гильбертовом пространстве 
являются:
а) комплексными; б) вещественными; в) чисто мнимыми; г) нулевыми.

Часть 3. Задания на соответствие (5 заданий)
№ Задание

2
1

Установите  соответствие  между  пространствами  и  их  стандартной  нормой:
1)  R

n;  2)  C [a ,b ];  3)  L
2 [a ,b ];  4)  l

2

а) 
max
t∈ [a ,b ]

|x ( t )|
; б) 

(∑
i=1

n

|xi|
2)

1/2

; в )(∫
a

b

|x ( t )|2
dt )

1/2

; г )(∑
k=1

∞

|xk|
2)

1/2

2
2

Установите  соответствие  между  свойствами  операторов  и  их  определениями:
1)  Линейность;  2)  Ограниченность;  3)  Симметричность;  4)  Обратимость
а)  ∃M>0:|Ax|≤M|x|;  б)  A (αx+βy )=αAx+βAy;  в)  ( Ax , y )=( x , Ay );  г) 

∃ A
−1

: A A
−1=A−1

A=I
2
3

Установите  соответствие  между  теоремами/критериями  и  их  содержанием:
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1) Принцип Банаха; 2) Теорема Хаусдорфа; 3) Равенство Парсеваля; 4) Теорема Рис-
са
а)  существование  и  единственность  неподвижной точки сжатия;  б)  предкомпакт-
ность множества в полном метрическом пространстве; в)  

|x|2
=∑
n=1

∞

|⟨ x , en ⟩|
2 для лю-

бой ортонормированной системы  en, если она полная;  г) Любой непрерывный ли-

нейный функционал  f  в гильбертовом пространстве  H  может быть представлен в 
виде f ( x )=⟨ x , y ⟩ для некоторого единственного y∈H , причём |f|=|y|.

2
4

Установите  соответствие  между  понятиями  и  их  характеристиками:
1)  Фундаментальная  последовательность;  2)  Компактное множество;  3)  Ортонор-
мированная  система;  4)  Сжимающее  отображение
а) ρ ( xn , xm )→0 при n ,m→∞; б) из любого покрытия можно выделить конечное под-

покрытие; в) (ei , e j )=δ ij; г) ρ (Tx ,Ty )≤qρ ( x , y ) , q<1

2
5

Установите соответствие между неравенствами/условиями и их областью примене-
ния:
1) Неравенство треугольника; 2) Неравенство Гёльдера; 3) Неравенство Коши-Буня-
ковского;  4)  Критерий  Коши  сходимости  ряда
а) метрические пространства; б) пространства L

p с сопряжёнными показателями; в) 

пространства со скалярным произведением; г) числовые и функциональные ряды

КЛЮЧИ К ТЕСТУ И КРИТЕРИИ ОЦЕНИВАНИЯ
№ 
задания

Верный ответ Критерии оценивания

1 Метрика  ρ : X×X→R удовлетворяет:  1) 

ρ ( x , y )≥0 , ρ ( x , y )=0⇔x= y; 2) симметрия; 

3) неравенство треугольника. Примеры: R с 

ρ ( x , y )=|x− y|,  C [a ,b ] с равномерной мет-

рикой, дискретная метрика.

1  балл:  даны все  3  аксиомы +  3 
корректных  примера  с  указанием 
метрики.  0,5 балла:  аксиомы вер-
ны,  но 1–2 примера неверны или 
отсутствуют.  0  баллов:  аксиомы 
указаны неверно или отсутствуют.

2 В полном метрическом пространстве любое 
сжимающее отображение имеет единствен-
ную  неподвижную  точку.  Итерационный 
метод  xn+1=T xn сходится к ней. Применя-

ется для сведения интегральных уравнений 
(Вольтерра, Фредгольма 2-го рода) к опера-
торным уравнениям x=Kx+ f .

1  балл:  точная  формулировка  + 
указание  на  итерационный  про-
цесс  +  применение  к  интеграль-
ным  уравнениям.  0,5  балла: 
только  формулировка  или  только 
пример.  0  баллов:  неверная 
формулировка.

3
|( x , y )|≤|x||y|

. Геометрически: 
cosφ=

( x , y )
|x||y|

, 

поэтому  |cosφ|≤1. Неравенство гарантиру-

ет  корректность  определения  угла  в  аб-
страктном пространстве.

1 балл: формула + геометрическая 
интерпретация  (угол/косинус).  0,5 
балла: только формула.  0 баллов: 
неверная формула.
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4 Алгоритм:  
e1=x1/|x1|

;  
uk=xk−∑

i=1

k −1

( xk , ei )ei
; 

ek=uk /|uk|.  Результат  —  ОНБ,  порождён-

ный линейной оболочкой  xk. Используется 

для  построения базисов Фурье,  аппрокси-
мации.

1  балл:  пошаговый  алгоритм  + 
указание на нормировку + область 
применения.  0,5  балла:  алгоритм 
без  пояснения  или  наоборот.  0 

баллов: неверные формулы.

5 Нормированное — векторное пространство 
с нормой |⋅|. Банахово — полное нормиро-

ванное  пространство.  Пример  неполного: 

C
1 [a ,b ] с  нормой  C [a ,b ] или полиномы с 

sup-нормой (не замыкаются).

1  балл:  оба  определения  +  кор-
ректный  пример  неполного  про-
странства.  0,5  балла:  только 
определения или только пример.  0 

баллов: путаница понятий.

6 Компактное: из любой последовательности 
можно извлечь сходящуюся подпоследова-
тельность.  Предкомпактное:  для  ∀ ε>0 су-
ществует  конечная  ε-сеть.  Теорема  Хаус-
дорфа:  множество  предкомпактно  ⇔ для 
∀ ε>0 существует  конечная  ε-сеть.  В 

полном пространстве предкомпактность  ⇔ 
компактность.

1 балл: определения + точная фор-
мулировка теоремы Хаусдорфа. 0,5 

балла:  только  одно  из  определе-
ний.  0  баллов:  неверные 
формулировки.

7 Линейный:  A (αx+βy )=αAx+βAy.  Норма: 

|A|¿❑|x|=1|Ax|. Ограниченность  ⇔ непре-

рывность.  Проверка:  показать  |Ax|≤M|x| 
или  найти  точную  верхнюю  грань 
отношения |Ax|/|x|.

1 балл: определение линейности + 
формула нормы + критерий огра-
ниченности.  0,5  балла:  только 
формула нормы или только крите-
рий. 0 баллов: неверное определе-
ние.

8 Ax=λx , x ≠0. Для интегрального оператора 

(Kx ) ( t )= ∫ K ( t , s ) x ( s )ds с  симметричным 

ядром 
K ( t , s )=K ( s , t )

―  ищем λ из характери-

стического  уравнения  det ( I − λK )=0 или 

решаем интегральное уравнение 2-го рода. 
Собственные  значения  вещественны, 
собственные векторы ортогональны.

1 балл: определение + указание на 
симметричность  ядра  +  свойства 
(вещественность,  ортогональ-
ность).  0,5  балла:  только 
определение.  0  баллов:  неверное 
описание.

9 Для любого линейного непрерывного функ-
ционала  f  в гильбертовом пространстве  H  
существует  единственный  элемент  y∈H  
такой,  что  f ( x )=( x , y ) для  всех  x∈H , 

причем  |f|=|y|.  Значимость:  изоморфизм 

H  и H
❑, основа вариационных методов.

1  балл:  точная  формулировка  + 
условие  единственности  +  значи-
мость.  0,5  балла:  только 
формулировка. 0 баллов: неверная 
теорема.

10 Ряд Фурье  x∼∑ ( x , ek )ek даёт элемент наи-

лучшего  приближения  в  конечномерном 
подпространстве Ln=span e1 , ... , en. Коэффи-

циенты:  ck=( x , ek ).  Минимизируется 

1 балл: связь с проекцией/наилуч-
шим приближением + формула ко-
эффициентов + обоснование через 
ортогональность.  0,5  балла: 
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|x−∑ck ek|
2,  что  следует  из  ортогонально-

сти остатка.

только формула или только связь. 0 
баллов: неверное объяснение.

11 г) ρ (αx ,αy )=|α|ρ ( x , y ) 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

12 б) полным 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

13 а) |x|= max
t∈ [a ,b ]

|x ( t )| 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

14 в) со скалярным произведением 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

15 а) 
∑
n=1

∞

|⟨ x , en ⟩|
2
=|x|2 1  балл за  правильный  выбор.  0 

баллов за ошибку.

16 а) он непрерывен в любой точке 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

17 б)  |y|,  где  y —  элемент,  порождающий 

функционал

1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

18 в) Принцип Банаха 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

19 а) ортогональной проекцией x на L 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

20 б) вещественными 1  балл за  правильный  выбор.  0 
баллов за ошибку.

21 1–б, 2–а, 3–в, 4–г 1  балл за  все  верные  пары.  0,5 
балла за 2–3 верные пары.  0 бал-
лов за ≤1 верную пару.

22 1–б, 2–а, 3–в, 4–г 1  балл за  все  верные  пары.  0,5 
балла за 2–3 верные пары.  0 бал-
лов за ≤1 верную пару.

23 1–а, 2–б, 3–в, 4–г 1  балл за  все  верные  пары.  0,5 
балла за 2–3 верные пары.  0 бал-
лов за ≤1 верную пару.

24 1–а, 2–б, 3–в, 4–г 1  балл за  все  верные  пары.  0,5 
балла за 2–3 верные пары.  0 бал-
лов за ≤1 верную пару.

25 1–а, 2–б, 3–в, 4–г 1  балл за  все  верные  пары.  0,5 
балла за 2–3 верные пары.  0 бал-
лов за ≤1 верную пару.

Шкала перевода баллов в оценку
Сумма 
баллов

Оценка Уровень освоения компетенций

20–25 Зачтено Продвинутый / Базовый

15–19 Зачтено Пороговый
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0–14 Не зачтено Компетенции не сформированы

Контрольные работы
В течение семестра необходимо выполнить 8 домашних контрольных работ, 
по одной в каждом из изучаемых разделов курса.

Правила оформления контрольной работы:
1. Номер варианта определяется номером студента по списку в журнале 

посещаемости.
2. Номер варианта сохраняется для всех работ.
3. В каждой задаче необходимо решить только свой вариант.
4. Для каждой из задач в сборнике приводится образец решения. 
5. Работу необходимо выполнить в тетради с указанием варианта и пол-

ным условием каждой задачи.

Контрольная работа №1 по теме «Метрические пространства»
Задачи №№1,2,3,4,7,9,10,11,12,13,14 из сборника задач [2].
Для выполнения расчетов и построения графиков использовать математиче-
ские экспертные системы.
Теорию по теме можно найти на стр.10-28 конспекта лекций [1].

Контрольная работа №2 по теме «Сжимающие отображения»
Задачи №№15,16,17,18,19 из сборника задач [2].
Для выполнения расчетов и построения графиков использовать математиче-
ские экспертные системы.
Теорию по теме можно найти на стр.29-44 конспекта лекций [1].

Контрольная работа №3 по теме «Компактные множества в метрических про-
странствах»
Задача №4 из сборника задач [4], задачи №36-37 из  учебного пособия [3].
Примеры решения задач приведены в [4] на стр.33-36
Теорию по теме можно найти в [3] на стр. 71-89.

Контрольная работа №4 по теме «Нормированные пространства»
Задачи №№23-28 из сборника задач [2].
Теорию по теме можно найти на стр.53-58 конспекта лекций [1].

Контрольная работа №5 по теме «Гильбертовы пространства. Ортогональные 
системы»
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Для выполнения расчетов и построения графиков использовать математиче-
ские экспертные системы.
Задачи №№29-35 из сборника задач [2]. 
Теорию по теме можно найти на стр. 59-64, 65-77 конспекта лекций [1].

Контрольная работа №6 по теме « Ряды Фурье и задача аппроксимации»
Задачи №№36-40 из сборника задач [2].
Для выполнения расчетов и построения графиков использовать математиче-
ские экспертные системы.
Теорию по теме можно найти на стр.78-87 конспекта лекций [1].

Контрольная работа №7 по теме «Линейные операторы и их нормы. Обрати-
мость»
Задачи №№41,42,48,49,50 из сборника задач [2].
Теорию по теме можно найти на стр.100-110, 120-130 конспекта лекций [1].

Контрольная работа №8 по теме «Спектр линейного оператора»
Задачи №№44-46 из сборника задач [2]. 
Теорию по теме можно найти на стр.111-119 конспекта лекций [1].

Литература для выполнения контрольной работы
1.  Филимоненкова,  Н.В.  Конспект  лекций  по  функциональному  анализу 
[Электронный ресурс] : учебное пособие / Н.В. Филимоненкова. — Электрон. 
дан.  —  Санкт-Петербург  :  Лань,  2015.  —  176  с.  —  Режим  доступа: 
https://e.lanbook.com/book/64343. — Загл. с экрана.
2. Филимоненкова, Н.В. Сборник задач по функциональному анализу [Элек-
тронный ресурс] : учебное пособие / Н.В. Филимоненкова. — Электрон. дан. 
—  Санкт-Петербург  :  Лань,  2015.  —  240  с.  —  Режим  доступа: 
https://e.lanbook.com/book/65041. — Загл. с экрана.
3. Власова, Е.А. Элементы функционального анализа [Электронный ресурс] : 
учебное  пособие  /  Е.А.  Власова,  И.К.  Марчевский.  —  Электрон.  дан.  — 
Санкт-Петербург  :  Лань,  2015.  —  400  с.  —  Режим  доступа: 
https://e.lanbook.com/book/67481. — Загл. с экрана.
4. Гуревич, А.П. Сборник задач по функциональному анализу [Электронный 
ресурс] : учебное пособие / А.П. Гуревич, В.В. Корнев, А.П. Хромов. — Элек-
трон.  дан.  — Санкт-Петербург  :  Лань,  2012.  — 192 с.  — Режим доступа: 
https://e.lanbook.com/book/3175. — Загл. с экрана.
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Тестовые задания
Тесты  размещены в  курсе  «Функциональный  анализ»  в  ЭИОС moodle  по 
ссылке https://moodle.uio.csu.ru/course/view.php?id=631

3.3. Критерии оценивания компетенций в ходе текущей аттестации
Критерии оценивания контрольной работы

"Отлично"
    1) студент легко ориентируется в содержании учебного материала, свобод-
но пользуется понятийным аппаратом;
    2) обладает умением связывать теорию с практикой; 
    3) знает и правильно применяет формулы;
    4) решение задачи записано понятно, аккуратно, последовательно;
    5) записан правильный ответ
"Хорошо"
    1) студент демонстрирует полное  освоение теоретического материала, вла-
деет понятийным аппаратом, осознанно применяет знания для решения прак-
тических задач;
    2) знает и применяет формулы, но допускает небольшие неточности; 
    3) решение задачи записано, но не приведены формулы, с помощью кото-
рых были проведены расчеты;
    4) записан правильный ответ
"Удовлетворительно"
    1) студент демонстрирует неполное освоение теоретического материала, 
плохо владеет понятийным аппаратом, плохо ориентируется в изученном ма-
териале;
    2) знает отдельные формулы, но допускает значительные неточности в их 
применении; 
    3) решение задачи записано неверно, не приведены формулы, с помощью 
которых были проведены расчеты;
    4) записан правильный ответ
"Неудовлетворительно"
    1) студент имеет разрозненные, бессистемные знания; 
    2) не может применять знания для решения практических задач;
    3) решение задачи записано неверно либо отсутствует;
4) записан неправильный ответ либо не записан ответ

Критерии оценивания теста
Оценка - Набранная сумма баллов (% выполненных заданий) (мах – 100)
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Неудовлетворительно - Менее 60
Удовлетворительно - 60-75
Хорошо - 76-95
Отлично — 96-100

4.  КРИТЕРИИ  ОЦЕНИВАНИЯ  ПРОМЕЖУТОЧНОЙ  АТТЕСТА-
ЦИИ

4.1. Порядок проведения промежуточной аттестации и содержа-
ние оценочных средств

Промежуточная аттестация проводится в форме зачета в два этапа. 
На первом этапе студент решает две задачи и отвечает на два вопроса из 

выбранного случайным образом билета. Во время выполнения можно исполь-
зовать справочные материалы. Время выполнения – 40 минут. 

На втором этапе студент отвечает устно на вопросы из билета. Продол-
жительность – 10 минут. 

Оценочные средства для промежуточной аттестации представлены ба-
зой вопросов к зачету, типовыми задачами к зачету, билетами.

База вопросов  к зачету

№ 
п/п

Формулировка вопроса

Варианты 
ответов/

правильный 
ответ*

Код 
контроли-

руемой 
компетенции

Раздел 1 Метрические пространства

1 Метрика. Определение и примеры метрических про-
странств.

[Л 1.1],
c. 10-21

ОПК-1

2 Определение  и  свойства  сходящейся  последователь-
ности в метрическом пространстве.

[Л 1.1],
c. 23-28

ОПК-1

3 Определения открытого и замкнутого шара, окрестно-
сти точки.

[Л 1.4],
c.16-17

ОПК-1

4 Определения открытого, замкнутого, плотного и всю-
ду плотного множества.

[Л 1.4],
c.17, 20

ОПК-1

5 Определение  предельной  точки  множества,  замыка-
ния множества.

[Л 1.4],
c.18-19

ОПК-1

6 Свойства открытых и замкнутых множеств в метриче-
ском пространстве.

[Л 1.4], c.27 ОПК-1

7 Определение  сепарабельного  метрического  про-
странства.  Примеры сепарабельных и  несепарабель-
ных метрических пространств.

[Л 1.4],
c.67-71
[Л 1.3],

ОПК-1
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c.11-13

8 Определение фундаментальной последовательности в 
метрическом пространстве.

[Л 1.1], c.27 ОПК-1

9 Определение  и  примеры  полных  метрических  про-
странств.     Критерий  полноты  метрического  про-
странства.

[Л 1.1],
c.27-28;
[Л 1.4],
c.47-51

ОПК-1

10 Определение сжимающего и непрерывного отображе-
ния.  Критерий непрерывности отображения.

[Л 1.1], c.30 ОПК-1

11 Принцип  сжимающих  отображений.  Применение 
принципа сжимающих отображений.

[Л 1.1],
c.31-44
[Л 1.4],
c.53-54

ОПК-1

12 Компактные и предкомпактные множества в метриче-
ских пространствах. Теорема Хаусдорфа и следствие 
из неё.

[Л 1.1],
с.71-76

ОПК-1

13 Критерии предкомпактности множеств в конкретных 
пространствах.

[Л 1.1], 
с.77-89

ОПК-1

Раздел 2 Гильбертовы пространства

14 Определения  линейного  пространства,  подпро-
странства.

[Л 1.1],
c.46-49

ОПК-1

15 Определения линейно независимой системы элемен-
тов, линейной оболочки. Размерность линейного про-
странства.

[Л 1.1],
c.49-52

ОПК-1

16 Определение  и  примеры  линейных  нормированных 
пространств (ЛНП). Банаховы пространства.

[Л 1.1],
c.53-56

ОПК-1

17  Неравенства Гёльдера для сумм и для интегралов. [Л 1.4],
c.22-25

ОПК-1

18 Определение и примеры гильбертовых пространств. [Л 1.1],
c.59-64

ОПК-1

19 Непрерывность  скалярного  произведения.  Критерий 
гильбертовости  пространства  (равенство  параллело-
грама).

[Л 1.4],
c.151-152

ОПК-1

20 Ортогональные  системы.  Процесс  ортогонализации 
Шмидта.

[Л 1.1],
c.65-68

ОПК-1

21 Ортонормированная  система.  Ортонормированный 
базис.

[Л 1.1],
c.72-76

ОПК-1

22 Ряды Фурье в гильбертовых пространствах. [Л 1.1],
c.78-84

ОПК-1

23 Построение  элемента  наилучшего  приближения  в 
гильбертовых пространствах.

[Л 1.1],
c.85-87

ОПК-1

Раздел 3 Линейные операторы

24 Определение линейного оператора. Операторы Фред-
гольма и Вольтерра.

[Л 1.1],
c.100-104

ОПК-1
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25 Непрерывные  и  ограниченные  операторы,  критерий 
непрерывности линейного оператора.

[Л 1.1],
c.120-122

ОПК-1

26 Норма оператора. Алгоритм отыскания нормы опера-
тора.

[Л 1.1],
 c.122-123

ОПК-1

27 Обратимые операторы.  Обратные операторы.  Крите-
рий обратимости линейного оператора.

[Л 1.1],
c.105-108

ОПК-1

28 Пространство  линейных  операторов.  Сопряженное 
пространство.

[Л 1.3],
c.41-45

ОПК-1

29 Линейные функционалы. Теорема Рисса о представле-
нии  линейных  функционалов  в  гильбертовом  про-
странстве.

[Л 1.1],
c.137-141

ОПК-1

30 Собственные числа и собственные векторы линейных 
операторов.

[Л 1.1],
c.111-113

ОПК-1

31 Симметричные  операторы.  Свойство  собственных 
векторов симметричного оператора.

[Л 1.1], 
c.113-114

ОПК-1

32 Доказательство  симметричности  интегрального  опе-
ратора Фредгольма.

[Л 1.1], 
c.115

ОПК-1

33 Доказательство  симметричности  дифференциального 
оператора  Штурма-Лиувилля.  Задача  Штурма-Лиу-
вилля.

[Л 1.1],
c.115-117

ОПК-1

* Правильный ответ приведен на указанной странице в указанном источнике 
из списка литературы в РПД.

.
Перечень типовых задач к экзамену

№ 
п/п

Формулировка задачи Решение/от-
вет

Код 
контроли-

руемой 
компетенции

1 Дана ортонормированная система в про-

странстве со скалярным произведением. Найти рас-
стояние между элементами и 

y=3 (e 56− e 65)− e 41 .

( , ) 35x y  ОПК-1

2 Доказать  линейность  и  ограниченность  оператора 

Ax ( t )=∫
0

t

x ( τ )dτ
, если 

A : L2[ 0 ,1 ]→С [ 0 ,1 ]

, и найти 

его норму.

‖A‖=1 ОПК-1

3 Записать неравенство треугольника в пространстве 
L3[0 ,1] и убедиться, что оно выполняется для данных 

функций  x ( t )=1−t  и y ( t )=1+t .

ОПК-1

4 Вычислить в пространстве l2 скалярное произведе-

ние последовательностей 
( x , y )=

3

4

ОПК-1
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x=(
1

1
,

1

1⋅2
,

1

1⋅2
,

1

1⋅2⋅3
,

1

1⋅2⋅3
, ...) и 

y=(
1

2
,
1

3
,

1

3⋅4
,

1

4⋅5
,

1

4⋅5⋅6
, ...) .

5 Существует ли обратный для оператора 

Ax= ( x1
, x

2
1 / 3 , x

3
1 / 5 ,… ) , x∈c ? Если 

A
−1  существует, 

то найти его.

да ОПК-1

6 Найти расстояние между функциями x (t )=9−
16

t+2
и 

y (t )= t2+4 t− 2 в пространстве С [− 1 ,1 ] .

ρ ( x , y )=3 ОПК-1

7 Сходится ли последовательность xn ( t )=tn−tn+1 в про-

странстве 
С [ 0 ,1 ]

?

да ОПК-1

8 Определить, принадлежит ли функция x (t )=e t в про-

странстве С [−1 ,1 ] шару B (x0 ,2) , где x0(t )=t .

да ОПК-1

9 Проверить, является ли дифференциальный оператор 

Ax (t )=(cos t ) ẍ−(sin t ) ẋ +e t x , где 

A : L2[ 0 ,1 ]→L2 [ 0 ,1 ] , симметричным на своей обла-

сти определения, состоящей из дважды непрерывно 
дифференцируемых функций, удовлетворяющих 
условию 

x (1)=0
.

нет ОПК-1

10 Найти собственные значения и собственные функции 
оператора (3 1) ( )Ax t x t  , если A :C [0 ,1 ]→C [0 ,1 ].

Собственных 
значений  и 
собственных 
функций нет

ОПК-1

Образец билета:

ФГБОУ ВО «Челябинский государственный университет»
Миасский филиал

Кафедра прикладной математики
Направление «Прикладная математика и информатика»

Дисциплина «Функциональный анализ» 

Билет №10

1. Определение и примеры гильбертовых пространств. Критерий гильбертовости пространства. Не-
равенство Коши-Буняковского в гильбертовом пространстве.

2. Ортогональные системы. Процесс ортогонализации Шмидта. Ортонормированная система. Орто-
нормированный базис. Ряды Фурье в гильбертовых пространствах.

3. Определить, принадлежит ли функция x (t )=e t в пространстве С [−1 ,1 ] шару B (x0 ,2) , где 

x0(t )=t .
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4. Проверить, является ли дифференциальный оператор Ax ( t )=(t 2+2 t ) ẍ+2 (t+1) ẋ , где 

A : L2[ 0 ,1 ]→L2 [ 0 ,1 ] , симметричным на своей области определения, состоящей из дважды 

непрерывно дифференцируемых функций, удовлетворяющих условию 
ẋ ( 1 ) = 0

.

Преподаватель                                                                                                                               Е.В. Дутикова
Зав. кафедрой прикладной математики                                                                                       Е.В. Дутикова

4.2. Критерии оценивания компетенций в ходе промежуточной атте-

стации
Код 

компе-
тенции

Планируемые результаты 
обучения по дисциплине

Критерии оценивания

зачтено зачтено зачтено Не зачтено

ОПК-1 Знает основные понятия 
функционального анали-
за: функциональные про-
странства, операторы и 
функционалы, основные 
теоремы, области при-
менения теории линей-
ных операторов и рядов 
Фурье для решения прак-
тических задач.

Свободно  опериру-
ет  понятиями,  тер-
минами, точно фор-
мулирует определе-
ния  и  теоремы, 
понимает  взаимо-
связь  между  поня-
тиями;  знает  обла-
сти  применения 
теории  линейных 
операторов и рядов 
Фурье для  решения 
практических задач, 
приводит примеры;

Уверенно  опери-
рует  понятиями, 
терминами,  фор-
мулирует опреде-
ления и теоремы, 
понимает  взаи-
мосвязь  между 
понятиями;  знает 
области примене-
ния  теории  ли-
нейных  операто-
ров  и  рядов  Фу-
рье для  решения 
практичес-ких 
задач,  приводит 
примеры;

Частично владеет 
понятиями,  тер-
минами,  ошибоч-
но  формулирует 
некоторые  опре-
деления  и  теоре-
мы,   не  четко 
понимает взаимо-
связь  между  по-
нятиями;  Знает 
некоторые  обла-
сти  применения 
теории линейных 
операторов  и 
рядов  Фурье  для 
решения  практи-
ческих задач;

Не владеет понятиями, 
терминами,  ошибочно 
формулирует  или  не 
формулирует  опреде-
ления  и  теоремы,  не 
понимает  взаимосвязь 
между  понятиями;  не 
знает   области  при-
менения  теории  ли-
нейных  операторов  и 
рядов  Фурье  для   ре-
шения  практических 
задач;

Умеет решать задачи на 
вычисление метрики, 
нормы и скалярного 
произведения, на уста-
новление сходимости 
последовательностей в 
метрических, нормиро-
ванных и гильбертовых 
пространствах; исследо-
вать множества в кон-
кретных пространствах 
на компактность; нахо-
дить норму оператора; 
исследовать свойства 
операторов; применять 
теорию операторов, ря-
дов Фурье в гильберто-
вых пространствах для 
решения практических 
задач.

Применяет  теорию 
для  решения задач, 
может  обосновать 
решение;  решает 
задачи на примене-
ние  свойств  опера-
торов  и  рядов  Фу-
рье;

Применяет  тео-
рию для решения 
задач,  может 
обосновать реше-
ние; решает неко-
торые  задачи  на 
применение 
свойств  операто-
ров  и  рядов  Фу-
рье;

Затрудняется  в 
применении  тео-
рии для  решения 
задач,  задачи 
решает,  но  не 
может  обосно-
вать  решение; 
решает  с 
подсказкой  неко-
торые  задачи  на 
применение 
свойств  операто-
ров  и  рядов  Фу-
рье;

Не  может  применять 
теорию  для  решения 
задач,  не может обос-
новать  решение  или 
решить  задачу;  не 
решает задачи на при-
менение  свойств  опе-
раторов  и  рядов  Фу-
рье;

Владеет навыками дока-
зательства утверждений и 
решения задач функцио-

Решает  задачи  на 
доказательство 
утверждений,  знает 
доказательство 

Решает  некото-
рые   задачи  на 
доказательство 
утверждений, 

Не решает задачи 
на доказательство 
утверждений,  не 

Не  решает  задачи  на 
доказательство  утвер-
ждений, не знает дока-
зательство  основных 
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нального анализа, мето-
дами приближенного 
решения задач функцио-
нального анализа с ис-
пользованием математи-
ческих экспертных си-
стем.

основных  теорем; 
уверенно  решает 
задачи  функцио-
нального  анализа  с 
применением  мате-
матических  экс-
пертных систем.

знает  доказатель-
ство  некоторых 
теорем;  может 
применить
математические 
экспертные  си-
стемы для
решения  некото-
рых задач функц. 
анализа.

знает  доказатель-
ство  основных 
теорем;  слабо 
владеет  навыка-
ми  применения 
экспертных  си-
стем для решения 
задач  функцио-
нального анализа.

теорем;  не  владеет 
навыками применения 
экспертных  систем 
для  решения  задач 
функционального  ана-
лиза.

4.3. Критерии оценивания зачета

Письменный и письменно-устный ответ студента по вопросам дисци-
плины оценивается положительно с выставлением оценки «зачтено» в следу-
ющих случаях:
 
- студент глубоко и полно владеет содержанием учебного материала; умеет 
связывать теорию с практикой, решает соответствующие задачи, теоретиче-
ские выводы подтверждает примерами, фактами, данными научных исследо-
ваний; осуществляет межпредметные связи, предложения. Делает выводы ло-
гично, четко. Ясно и кратко излагает ответы на поставленные вопросы; умеет 
обосновывать свои суждения и профессионально-личностную позицию по из-
лагаемому вопросу. Дан полный, развёрнутый ответ на поставленный вопрос; 
показана совокупность осознанных знаний об объекте изучения, доказательно 
раскрыты основные положения (свободно оперирует понятиями и термина-
ми); в ответе прослеживается чёткая структура, выстроенная в логической по-
следовательности; ответ изложен литературным грамотным языком и носит 
самостоятельный характер.
 
– ответ студента соответствует указанным выше критериям, но содержание 
ответа имеет отдельные неточности (несущественные ошибки) в изложении 
теоретического и практического материала, отличается меньшей обстоятель-
ностью, глубиной, обоснованностью и полнотой; были допущены неточности 
в определении понятий и терминов, допущенные ошибки исправляются сту-
дентом после дополнительных вопросов преподавателя.
 
– студент обнаруживает знание и понимание основных положений учебного 
материала, но излагает его неполно, непоследовательно, допускает неточно-
сти и существенные ошибки в определении понятий, формулировке положе-
ний,  не  привлекает для аргументации ответа основные положения концеп-
туальных и нормативных документов, не умеет обосновать свои суждения; 
наблюдается нарушение логики изложения; в ответе не присутствуют доказа-
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тельные выводы; сформированность умений показана слабо. Ответ отличает-
ся низким уровнем самостоятельности, не содержит собственной профессио-
нально-личностной позиции. 

Оценка «не зачтено» за письменный и письменно-устный ответ студента по 
вопросам дисциплины выставляется в случаях, когда: 

– студент имеет разрозненные, бессистемные знания: не умеет выделять глав-
ное и второстепенное; допускает ошибки в определении понятий, формули-
ровке теоретических положений, искажает их смысл; не ориентируется в нор-
мативно-концептуальных, программно-методических, исследовательских ма-
териалах, беспорядочно и неуверенно излагает материал; не умеет соединять 
теоретические положения с практикой; не умеет применять знания для обос-
нования и объяснения фактов, не устанавливает межпредметные связи. 
При  необходимости  инвалидам  и  лицам  с  ограниченными  возможностями 
здоровья предоставляется  дополнительное время для подготовки ответа  на 
зачете.

4.4. Результаты промежуточной аттестации и уровни сформирован-

ности компетенций

Уровень освоения компетенций Оценка

Продвинутый зачтено

Базовый зачтено

Пороговый зачтено

компетенции не сформированы Не зачтено

Уровни формирования компетенций:

1. Пороговый уровень: 
 предполагает формирование компетенций на начальном уровне: знание 

базовых терминов, основных понятий и теорем функционального ана-
лиза;

 студент способен давать ответы на теоретические вопросы дисципли-
ны, использовать базовые термины; решать основные задачи функцио-
нального анализа в метрических пространствах, использовать основы 
теории операторов.

2. Базовый уровень: 
 предполагает  формирование  компетенций  на  более  высоком  уровне: 
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формируется понимание определений и теорем функционального ана-
лиза с доказательствами;

 студент способен решать более сложные задачи функционального ана-
лиза, умеет доказывать основные положения теории.

3. Продвинутый уровень: 
 предполагает  формирование  компетенций  на  высоком  уровне,  готов-

ность к самостоятельной профессиональной деятельности: формирует-
ся знание системы терминов, межпредметные связи; понимание доказа-
тельств основных теорем функционального анализа;

 студент способен использовать систему научных понятий функциональ-
ного анализа, решать задачи на доказательство утверждений функцио-
нального  анализа,  применять  теоретические  положения  для  решения 
практических задач вычислительной математики с использованием ма-
тематических экспертных систем.


