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1. ПАСПОРТ ФОНДА ОЦЕНОЧНЫХ СРЕДСТВ

Направление подготовки: 01.03.02 Прикладная математика и информатика
Направленность (профиль) Математическое моделирование
Дисциплина: Вариационное исчисление и оптимальное управление
Семестр изучения: 2
Форма промежуточной аттестации: зачет

2. ПЕРЕЧЕНЬ ФОРМИРУЕМЫХ КОМПЕТЕНЦИЙ

2.1. Компетенции, закреплённые за дисциплиной
Изучение  дисциплины  «Вариационное  исчисление  и  оптимальное 

управление» направлено на формирование следующих компетенций:

Коды 
компе-
тенции 

(по 
ФГОС)

Содержание компе-
тенций согласно 

ФГОС

Индикаторы достижения компе-
тенций в соответствии с ОПОП

Перечень планируемых ре-
зультатов обучения по дисци-

плине

1 2 3 4

ОПК-1 Способен применять 
фундаментальные 
знания, полученные 
в области математи-
ческих и (или) есте-
ственных наук, и 
использовать их в 
профессиональной 
деятельности

ОПК-1.1.  Обладает  фундамен-
тальными  знаниями,  получен-
ными в области математических 
и (или) естественных наук;
ОПК-1.2.  Демонстрирует  уме-
ние решать задачи, формулиру-
емые в рамках математических 
и (или) естественных наук;
ОПК-1.3. Имеет навыки исполь-
зования основных понятий, тео-
рем,  законов  математики  и 
(или)  естественных  наук  для 
решения  задач  профессиональ-
ной деятельности.

Знать:  определения,  теоремы, 
подходы к решению задач вари-
ационного  исчисления  и  опти-
мального управления; основные 
теоретические  положения,  ме-
тоды  вариационного  исчисле-
ния  и  оптимального  управле-
ния;
Уметь:  применять  математиче-
ские методы при решении кон-
кретных  задач,  рассматривае-
мых в рамках дисциплины; при-
менять  стандартные  методы 
математического  моделирова-
ния  для  решения  типовых  за-
дач;
Владеть:  навыками  практиче-
ского  использования  базовых 
знаний  и  методов  математики; 
навыками  применения  матема-
тического  инструментария,  на-
выками использования  матема-
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тического языка и  математиче-
ской  символики  при  проведе-
нии исследования;
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3. СОДЕРЖАНИЕ ОЦЕНОЧНЫХ СРЕДСТВ ПО ДИСЦИПЛИНЕ

3.1 Виды оценочных средств

№ п/п
Контролируемые темы/ разде-

лы

Код компетенции/
планируемые ре-

зультаты обучения

Наименование 
оценочного 
средства для 

текущего 
контроля

Наименование 
оценочного сред-
ства на промежу-
точной аттеста-
ции/№ задания

1

Основные понятия вариа-
ционного исчисления

Простейшая задача вариа-
ционного исчисления.

Задача вариационного ис-
числения с подвижной гра-
ницей

Правило множителей Ла-
гранжа в гладких конечно-
мерных задачах на услов-
ный экстремум.

Изопериметрическая зада-
ча.

Задача Лагранжа

Задача оптимального управ-
ления

Численные методы для ре-
шения задач вариационного 
исчисления

ОПК-1
Знает: определе-
ния, теоремы, под-
ходы к решению 
задач вариационно-
го исчисления и 
оптимального 
управления; основ-
ные теоретические 
положения, методы 
вариационного ис-
числения и опти-
мального управле-
ния;

Умеет: применять 
математические 
методы при реше-
нии конкретных 
задач, рассматрива-
емых в рамках дис-
циплины; приме-
нять стандартные 
методы математи-
ческого моделиро-
вания для решения 
типовых задач;

Владеет: навыка-
ми практического 
использования 
базовых знаний и 
методов матема-
тики; навыками 
применения мате-
матического 
инструментария, 

Контрольные 
работы
Лабораторные 
работы

Задания теста
Вопросы к 
зачёту
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навыками исполь-
зования математи-
ческого языка и 
математической 
символики при 
проведении ис-
следования;

Типовые задания, критерии и показатели оценивания в рамках текущего 
контроля представлены в рабочей программе дисциплины (модуля). Полные 
комплекты оценочных средств и контрольно-измерительных материалов хра-
нятся на кафедре.

3.2. Содержание оценочных средств для текущей аттестации

Контрольная работа №1
1) Вычислить значения функционала  на кривых   ,  

x2( t )= et

 . 

Ответ: I1=
1
3

 ,  I2=
1
2
( e2−1 )  .

2) Найти экстремаль функционала   
I [ x ( t ) ]=∫

0

1

[ t x ' ( t )−x ¿( t ) ] dt
 , 

x (0)=1

 , 
x (1 )= 1

4

 

Ответ: х (t)=t.
3)  Найти экстремаль функционала 

I [ x ( t ) ]=∫
0

π
4

[ x¿( t )−x2 ( t )] dt

 ,  

x (0)=1

 , 

T = π
4

  

Ответ: x ( t )=cos t +sin t    .

4) Найти экстремаль функционала   
I [ x1( t ) , x2 ( t )]=∫

0

1

√1+ x1 ¿( t )+ x2¿ ( t )dt
 ,

 x 1( 0 )=1  , x 2( 0 )=2  , x 1( 1 )= 2  ,  x 2( 1 )=1  , 2 x 1− x 2−3 t= 0   

Ответ: x 1 ( t )= t +1  , x 2( t )=− t +2  . 

Контрольная работа №2
1) Найти первую вариацию функционала  

I [ x ( t ) ]=∫
0

1

[ x2( t )+ x ¿( t ) ]dt
 ,  

x (0)=0

 , 

x (1 )=1

 .
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Ответ:  
δI =∫

0

1

[ 2 x ( t )−2 x ' ' ( t ) ]δx ( t )dt
 .

2) Найти экстремаль функционала

  
I [ x ( t ) ]=∫

1

2

[t 2 x ¿( t )+12 x2 ( t ) ]dt
 , 

x (1 )=1

 , 

x (2)=8

 

Ответ: х (t)=t3.
3)   Найти экстремаль функционала   

I [ x ( t ) ]=∫
0

T √1+ x ¿( t )
x ( t )

dt
 ,  

x (0)=1

, 

x (T )=T−1

  

Ответ: x ( t )=√2−(t−1 )2  , 
T =2

 .

4) Найти экстремаль функционала   
I [ x1( t ) , x2 ( t )]=∫

0

1

[ x1¿ ( t )+ x2¿ ( t )] dt
 ,

 x 1 ( 0 )=− 1  , x 2( 0 )=0  , x 1(1 )=−1  , x 2( 1 )=1  , x1+ x2−2 t 2+t +1=0   

Ответ:  x1( t )=t 2−t−1  ,  x2( t )=t 2  .

Лабораторные работы

1. Методом Эйлера найти решение задач вариационного исчисления:
1.1.  

I [ x ( t ) ]=∫
0

1

[ х2( t )+ x ¿( t )+2 x ( t )e t ] dt
 ,  

x (0)=0

 , 

x (1 )=1

  

1.2.  
I [ x ( t ) ]=∫

1

2

[3 t x ¿( t )−5 x ( t ) x4 ( t ) ]dt
 ,  

x (1 )=1

 ,  

x (2)=4

  

1.3.  

I [ x ( t ) ]=∫
0

π
18

[ x¿( t )−32 x( t ) x '( t )−81 x2 ( t )] dt

 ,  

x (0)=1

 ,  

x ( π
18

)=−1

  

2. Методом Ритца найти решение задач вариационного исчисления:
2.1.  

I [ x ( t ) ]=∫
0

2

[ х ¿( t )+t x ' ( t ) ] dt
 , 

x (0)=0

 ,  

x (2)=0

  

2.2.  
I [ x ( t ) ]=∫

1

2 √1+ x ¿( t )
t

dt
 ,  

x (1 )=3+√3

 ,  

x (2)=3

  

2.3.  
I [ x ( t ) ]=∫

0

2

[ х ¿( t )+ x ¿( t ) ] dt
 ,  

x (0)=0

 ,  

x (2)=4

  

3.3. Критерии оценивания по видам оценочных средств
Критерии оценивания контрольных работ 
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«отлично»
1) студент легко ориентируется в содержании учебного материала, свободно пользуется 
понятийным аппаратом, обладает умением связывать теорию с практикой, высказывать и 
обосновывать свои суждения;
1) знает и правильно применяет формулы;
2) знает и правильно применяет нормативные документы;
3) решение задачи записано понятно, аккуратно, последовательно;
4) записан правильный ответ
«хорошо»
1) студент демонстрирует полное  освоение теоретического материала, владеет понятий-
ным аппаратом, ориентируется в изученном материале, осознанно применяет знания для 
решения практических задач, грамотно излагает свою позицию;
2) знает и применяет формулы и нормативные документы, но допускает небольшие не-
точности;
3) решение задачи записано, но не приведены формулы, с помощью которых были прове-
дены расчеты;
4) записан правильный ответ 
«удовлетворительно
1) студент демонстрирует неполное освоение теоретического материала, плохо владеет по-
нятийным аппаратом, плохо ориентируется в изученном материале, неуверенно излагает 
свою позицию;
2) знает отдельные формулы и нормативные документы, но допускает значительные не-
точности в их применении;
3) решение задачи записано неверно, но не приведены формулы, с помощью которых были 
проведены расчеты;
4) записан правильный ответ
«неудовлетворительно»
1) студент имеет разрозненные, бессистемные знания, не умеет выделять главное и второ-
степенное, допускает ошибки в определении понятий, искажающие их смысл;
2) беспорядочно и неуверенно излагает материал, не может применять знания для решения 
практических задач;
3) решение задачи записано неверно либо отсутствует;
4) записан неправильный ответ либо не записан ответ

Критерии оценивания лабораторных работ 
 «зачтено»
1) Работа представлена в установленный срок и оформлена в соответствии с установ-
ленными требованиями
2) Работа  написана  самостоятельно  и  в  ней  в  полной  мере  раскрыты  вопросы 
контрольных заданий
3) Использованы специальные источники
4) работа содержит правильную формулировку понятий и категорий
5) в освещении вопросов заданий не содержится грубых ошибок
6) при решений заданий сделаны правильные и аргументированные выводы
«не зачтено»
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1) студент не справился с заданиями
2) в работе не раскрыто основное содержание вопросов, имеются грубые ошибки
3) имеются явные признаки плагиата
4) оформление работы не соответствует требованиям
Работа, по результатам проверки которой выставлена оценка «не зачтено», возвращается 
студенту на доработку.
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4. ПОРЯДОК ПРОВЕДЕНИЯ И КРИТЕРИИ ОЦЕНИВАНИЯ ПРО-
МЕЖУТОЧНОЙ АТТЕСТАЦИИ

4.1. Порядок проведения и содержание оценочных средств промежуточ-
ной аттестации
На зачёте студент выполняет 15 тестовых заданий.  Максимальный балл за 
тест — 15 баллов. Если задание выполнено правильно, то оно оценивается 1 
баллом.  Продолжительность выполнения теста – 60 минут.  После этого  в 
течение 6 минут проходит собеседование с преподавателем по теоретическим 
вопросам из списка вопросов к зачёту.

База тестовых вопросов 
1.Указать  экстремаль  функционала  для  следующей  задачи  вариационного  исчисления 

x(0) = 1, x(2) = e4.

1) 2)

3) 4)

2.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления 
x(0) = – 1, x(2) = – cos4.

1) 2)

3) 4)

3.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления 
x(0) = 0, x(2) = sin4.

1) 2)
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3) 4)

4. Если функция в простейшей задаче вариационного исчисления, удовлетворяет диффе-
ренциальному уравнению Эйлера, то можно утверждать, что

1) она является экстремалью 2) она обеспечивает слабый экстремум 
функционала

3) она обеспечивает сильный экстремум 
функционала

4)
она является допустимой экстрема-

лью

5.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления 
x(– 1) = , x(1) = e.

1) 2)

3) 4)

6. Установите вид следующей задачи вариационного исчисления 

x(0) = 2, x  = 0,   x′(0) = 1,    x′  = – .

1)
Простейшая задача вариационного 

исчисления
2) Задача Больца

3) Задача со старшими производными 4) Изопериметрическая задача

2. Установите вид следующей задачи вариационного исчисления
( 2  + x + 4 x2 ) dt + x2(0) + x2(1) → extr
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1)
Простейшая задача вариационного 

исчисления
2) Задача со старшими производными

3) Изопериметрическая задача 4) Задача Больца

8. Установите вид следующей задачи вариационного исчисления
x(– 1) = , x(1) = e.

1)
Простейшая задача вариационного 

исчисления
2) Задача со старшими производными

3) Задача Больца 4) Изопериметрическая задача

9. Установите вид следующей задачи вариационного исчисления
x(0) = 1, x(1) = 2,      = 1.

1) Задача Больца 2) Задача со старшими производными

3)
Простейшая задача вариационного 

исчисления
4) Изопериметрическая задача

10.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления

x1(0) = 0, x1(1) = 2, x2(0) = 0, x2(1) = 4.

1) 2)

3) 4)
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11.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления

x1(0) = 0, x1(1) = 0, x2(0) = 0, x2(1) = 0.

1) 2)

3) 4)

12.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления
( 2  + x + 4 x2 ) dt + x2(0) + x2(1) → extr

1) 2)

3) 4)

13.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления
( 2 +4x + 4 x2 ) dt + 2x2(0) + x2(1) → extr

1) 2)

3) 4)

14.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления 



МИНОБРНАУКИ РОССИИ
Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего образования
«Челябинский государственный университет» (ФГБОУ ВО «ЧелГУ»)

   Миасский филиал
Кафедра прикладной математики

Фонд оценочных средств по дисциплине «Вариационное исчисление и оптимальное управление»
по направлению подготовки 01.03.02 Прикладная математика и информатика, профиль «Математическое моделирование» 

ФГБОУ ВО «ЧелГУ»

Версия документа  - 1 стр. 14 из 12 Первый экземпляр __________ КОПИЯ № _____

© ФГБОУ ВО «ЧелГУ»

x(0) = – 1

1) 2)

3) 4)

15.Указать экстремаль функционала для следующей задачи вариационного исчисления 
x(0) = 0

1) 2)

3) 4)

Ключ к тесту:
№ вопроса Ответ

1 3

2 2

3 4

4 1

5 3

6 3

2 4

8 1

9 4

10 3

11 1

12 3

13 4

14 2

15 3

Вопросы  к зачёту
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1 Примеры задач вариационного исчисления.
2 Определение функционала. Сильный и слабый экстремумы функционала.
3 Определение вариации функционала. Необходимое условие экстремума функциона-
ла.
4 Простейшая задача вариационного исчисления. Необходимое условие слабого экс-
тремума в простейшей задаче вариационного исчисления Основная лемма ВИ. Уравнение 
Эйлера.
5 Интегрирование уравнения Эйлера.
6 Задачи вариационного исчисления со старшими производными. Уравнение Эйлера-
Пуассона.
2 Необходимое условие слабого экстремума для случая векторной искомой функции. 
Система уравнений Эйлера.
8 Задачи вариационного исчисления с подвижной границей. Условия трансверсально-
сти.
9 Задача Больца. Условия трансверсальности.
10 Правило множителей Лагранжа в гладкой конечномерной задаче на условный экс-
тремум.
11 Правило множителей Лагранжа в гладких бесконечномерных задачах на условный 
экстремум.
12 Изопериметрическая задача. Постановка задачи. Необходимые условия слабого ло-
кального минимума.
13 Постановка задачи Лагранжа. Управляемый, допустимый и оптимальный процессы. 
Необходимые условия слабого локального минимума в задаче Лагранжа.
14 Постановка задачи оптимального управления. Примеры задач оптимального управ-
ления. Определение локально оптимального процесса в сильном смысле. Формулировка 
принципа максимума Л.С Понтрягина.

Критерии оценивания собеседования
«зачтено»
    1)  студент демонстрирует освоение теоретического материала,  владеет понятийным 
аппаратом, ориентируется в изученном материале
    2)  обладает умением связывать теорию с практикой, высказывать и обосновывать свои 
суждения

«не зачтено»
    1) студент имеет разрозненные, бессистемные знания, не умеет выделять главное и вто-
ростепенное, допускает ошибки в определении понятий, искажающие их смысл; 
    2) беспорядочно и неуверенно излагает материал

Оценка «зачтено» в ходе промежуточной аттестации выставляется, если выполнено верно 
61% и более тестовых заданий, а так же собеседовании по теоретическим вопросам полу-
чена оценка «зачтено». Если хотя бы одно из указанных условий не выполняется, то  в ходе 
промежуточной аттестации выставляется оценка «не зачтено»
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Процент правильных от-
ветов

за итоговый тест

Собеседование Оценка на зачёте

61-100% зачтено зачтено
Менее 61% зачтено не зачтено

61-100% не зачтено не зачтено
Менее 61% не зачтено не зачтено

4.2. Критерии оценивания компетенций в ходе промежуточной аттестации

Код 
компе-
тенции

Планируемые 
результаты обу-
чения по дисци-

плине

Критерии оценивания

отлично хорошо
удовлетворитель-

но
неудовлетвори-

тельно
зачтено Не зачтено

ОПК-1 Знает  определе-
ния,  теоремы, 
подходы  к  ре-
шению  задач 
вариационного 
исчисления  и 
оптимального 
управления;

Знает  и  понимает 
определения,  тео-
ремы,  подходы  к 
решению  задач 
вариационного 
исчисления  и  оп-
тимального управ-
ления;

Знает  определе-
ния,  теоремы, 
подходы  к  ре-
шению  задач 
вариационного 
исчисления  и 
оптимального 
управления;

Знает  в  целом 
определения, 
теоремы,  подхо-
ды  к  решению 
задач  вариаци-
онного  исчисле-
ния  и  оптималь-
ного управления;

Не  знает  опреде-
ления,  теоремы, 
подходы  к  реше-
нию  задач  вариа-
ционного  исчис-
ления и оптималь-
ного управления;

Умеет  приме-
нять  математи-
ческие  методы 
при  решении 
конкретных 
задач,  рассмат-
риваемых в рам-
ках  дисципли-
ны;

Умеет  самостоя-
тельно  применять 
математические 
методы при реше-
нии  конкретных 
задач,  рассматри-
ваемых  в  рамках 
дисциплины;

Умеет  приме-
нять  математи-
ческие  методы 
при  решении 
конкретных 
задач,  рассмат-
риваемых в рам-
ках  дисципли-
ны;

Умеет применять 
некоторые  мате-
матические мето-
ды при решении 
конкретных  за-
дач,  рассматри-
ваемых в рамках 
дисциплины;

Не  умеет  приме-
нять  математиче-
ские  методы  при 
решении  конкрет-
ных  задач, 
рассматриваемых 
в  рамках  дисци-
плины;

Владеет навыка-
ми практическо-
го  использова-
ния  базовых 
знаний  и  мето-
дов математики;

Владеет  уверенно 
навыками  практи-
ческого  использо-
вания  базовых 
знаний  и  методов 
математики;

Владеет навыка-
ми практическо-
го  использова-
ния  базовых 
знаний  и  мето-
дов математики;

Владеет  частич-
но  навыками 
практического 
использования 
базовых  знаний 
и  методов  мате-
матики;

Не  владеет  навы-
ками  практиче-
ского  использова-
ния  базовых  зна-
ний  и  методов 
математики;

4.3. Результаты промежуточной аттестации и уровни сформирован-
ности компетенций

Уровень освоения компетенций Оценка
Продвинутый зачтено

Базовый зачтено
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Пороговый зачтено
Компетенции не сформированы Не зачтено

Уровни сформированности компетенций:

1. Продвинутый  уровень:  получены  навыки  практического  использования 
базовых  знаний  и  методов  математики,  применения  математического 
инструментария, математического языка и математической символики при 
проведении исследования.

2. Базовый уровень: сформированы умения применять математические мето-
ды при решении конкретных задач, рассматриваемых в рамках дисципли-
ны, умения применять стандартные методы математического моделирова-
ния для решения типовых задач.

3. Пороговый уровень: сформированы знания основных определений, тео-
рем, подходов к решению задач вариационного исчисления и оптимально-
го управления, знания теоретических положений, методов вариационного 
исчисления и оптимального управления.


